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Oppervlakte-integraal vectorveld

Smooth

Surface §

Oppervlakte-element van lichaam met volume V en oppervlak S:
e grootte dS
e oriéntatie i (naar buiten gerichte normaal op dS)

Netto naar buiten gerichte flux van vectorveld v over oppervlak S:

[[v-Ads
S

Boek: volume 7 (i.p.v. V), en oppervlakte o (i.p.v. S)
Flux van v over oppervlak o: [[ V- A do
Notatie soms: Ado = d&. Dan: [[ V- d&
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Stelling van Gauss (divergentie theorema)

Netto naar buiten gerichte flux per volume-element:

% 4 % 4 Iy
Ox Oy 0z

Totale flux volume V omsloten door S: [[[ V- vV dV
1%

o,
7™ » D,
N o< [ & P2
;@ oass

Fluxen door interne zijde van twee naast elkaar deelvolumes zijn
even groot maar tegengesteld. =

>dxdydz:V-\7dxdydz =V-vdVv

Alleen netto bijdrage aan flux door buitenoppervlak S.
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Stelling van Gauss (divergentie theorema)

Totale flux volume V omsloten door S: [[[ V- vV dV
v

Alleen netto bijdrage aan flux door buitenoppervilak S.

Naar buiten gerichte flux van vectorveld v over volume V is flux
door oppervlak S:

[ v-vav=[] 7 das
% S

Stelling van Gauss / divergentie theorema

Boek: volume 7 en oppervlakte o: ///V -Vdr = // V-Ado
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Whatever had happened, it was decidedly uncomfortable.

4
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Stelling van Gauss, voorbeeld
Voorbeeld

Xty =a

7 is volume bol

v V(x,y,z) =zk

Gevraagd: flux ¢ van v door o

o [[ 7 // V. 7dr

a/8X
V.-vV= 8/8y : 0 =—=1
a/82 z

(D:///l dr=--- :%7'('33 (Zie 5.4 opgave 4d)

o is oppervlak bol met straal a:
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Circulatie

Circulatie: ¢§ V- dr

Rechts: circulatie # 0.
Positief voor pad rechtsom, negatief voor pad linksom.

Links: circulatie = 0.
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Stelling van Stokes, achtergrond: circulatie v om

v(x,y)
4

yo+dy
———\/
4

—_—

/7
2
>

Yo
1

Xo Xo+dX

Circulatie linksom langs oppervlakte-element do:

foof () (5) - fioovon-

Xo+dx Yo+dy
vie(X, yo)dx + / vy(xo + dx, y)dy +
X0 Yo
1 2
X0 Yo
/ vi(x, yo + dy)dx + / vy (x0,y)dy
Xo+dx yo+dy
3 4

do
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Stelling van Stokes, achtergrond: circulatie v om

v(x,y)
4

yo+dy

—\/

4

/7
2
>

—_—

Yo
1

Xo Xo+dX

Circulatie linksom langs oppervlakte-element do:

?{\7. dF = /r[ <Z;> (Z;) }{(dex—l—vydy)

Xo+dx yo+dy
[ w(xy)dx+ [ vy (xo+ dx,y)dy —
X0 Yo
Xo+dx Yo+dy

[ w(x,yo+dy)dx— [ v (x0,y)dy

X0 Yo

do
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Stelling van Stokes, achtergrond: circulatie v om do

Xo+dx yo+dy

7{\7-df’_ [ w(x,y)dx+ [ v,(xo+ dx,y)dy —

X0 Yo
Xo+dx yo+dy

' ve(x, y0 + dy)dx — f vy (xo, y)dy
X
Xp+dx °
Gebruik [ f(x)dx ~ f(xo)dx
X0
f{\?- dr = vy(xo, Yo)dx + vy(xo + dx, yo)dy —
Vx(X0, yo + dy)dx — vy (xo, yo)dy

Gebruik f(xo + dx) ~ f(x0) + %dx

L 0
]{v -dr = ve(xo, Yo)dx + [vy (X0, Yo) + a—‘gdx]dy

Ovy
- [vi(x0, yo) + Wd}/]dx — vy (x0, yo)dy

f{ P = P’y - ‘9"*] dxdy
dy
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Stelling van Stokes, achtergrond: circulatie v om do

Circulatie rondom rechthoekig 8%
oppervlak do: yordy =~
PP : . |~
o ov. ov. i\ °
?{v-dr: — — Z X\ dxdy >
ox Oy Yo .
Xo Xo+dx
T 7 k
Tevens V x VvV = 8/3)( a/ay 8/82
Ve vy Vg
dvy,  Ovy

met (V x V) - k o ay en  k normaal op do (=dxdy)

]{ 7. dF // (VxV).ﬁdxdy—// (V x ¥)Ado
omtrek do do do

met /i normaal op do
volgens rechterhandregel langs integratiepad
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Stelling van Stokes

Approximating square E

Surface S \Q E/(
O e
< O &

Orientation of each
square is same as S

Generalisatie naar groot oppervlak o: tel bijdragen van
oppervakte-elementen op.

Padintegralen langs interne zijden van twee naastliggende
oppervlakte-elementen zijn even groot maar tegengesteld.

Alleen netto bijdragen langs omtrek van oppervlak o.

Stelling van Stokes

7{ v-dF:// (V x V) - A do
omtrek o opp o

A: normaal op oppervlak o volgens rechterhandregel langs integratiepad
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"It's not a terribly efficient process, but it works"
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Stelling van Stokes, voorbeeld
Voorbeeld
\7222?—1—2xj—y3ﬁ c

Pad C: cirtkel x2+y?=1 (z=0)
o is oppervlak van C

Bereken circulatie van v langs C.

Circulatie:f\7~dF'://(V><\7)'ﬁdU
C o
R i "

| —3)/2
VxV=|0ox 9oy 0fo: | =1(=3y%) —](-22) +k(2) = | 2z
22 2x  —y3 2

0 —3y2 0
(0) (M).ﬁ_(zz>.(o)_2
1 2 1

Circulatie :// (Vx V) fAdo= //2 do =2m(1)2 =21 (5.4 opg. 1a)

o
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Einde

van deze tour door de wiskunde
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