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Gradiént, divergentie, rotatie

Gradiént scalarveld ¢
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Interpretatie gradiént
Gradiént van scalarveld is vectorveld met richting en grootte van

maximale afgeleide in elk punt.

Voorbeelden scalar- < vectorvelden
E=-Vé

E = elektrische veld [V/m]

¢ = elektrische potentiaal [V]

=—kVT

¢ = warmtestroom [W/m?]

T = temperatuur  [K]

k = thermische conductiviteit [W/mK]

°
I Q)

e /waartekracht < zwaartekrachtspotentiaal
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Interpretatie divergentie

Vectorveld v ("stroming”) door volume-element

\ z incremental cuhe
TNFLOW
e
\ OUTFLOW
dz PR
> | i
X dy
vi(X, ¥, 2)
V= vy(x,y,2)
vz(x,y, z)

Wat is de netto toe(af)name door volume-element?
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Flux

Flux: netto toe(af)name vectorveld door oppervlak

Alleen component van vectorveld loodrecht op opperviak geeft
toe(af)name.

vectorveld
(naar buiten gerichte) normaal van oppervlakte-element dS

- Ai: component van F loodrecht op dS.

Ty Ty

- A dS: Flux door oppervlakte-element dS
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Interpretatie divergentie

\ z incremental cuhe
INFLOW ﬁ_
\_A OUTFLOW
dz T
—s | -
X &

Bepaal eerst flux van v door volume-element in y-richting.

0
Linker zijvlak: normaal A= —1 oppervlak dS = dxdz
0
Flux door linker zijvlak:
vx(X,y,2) 0
v-ndS= | v(x,y,z) |- |-1|dxdz=—v,(x,y,z)dxdz
vz(x,y,z) 0
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Interpretatie divergentie

\ z incremental cube
INFLOW /’?
\ OUTFLOW
dz PRt
> |« R
'Y e
0
Rechter zijvlak: normaal A= |1 oppervlak dS = dxdz
0

(

Flux rechter zijvlak: V-AdS = | v,(x,y +dy,z)|-|1] dxdz =
(
)

0
vy(x,y + dy, z) dxdz = (vy(x,y, z)+ Vydy> dxdz
Yy
Analoog aan: f(x + dx) = f(x) + ——dx (zie Intermezzo Lecture 11)
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Interpretatie divergentie

\ 5 incremental cube
INFLOW o
\ OUTFLOW
dz et
¥
sty dx
I

x &

Flux in y-richting:

Linker zijvlak: —v,(x,y, z) dxdz

Rechter zijvlak: | vy (x,y,z) + aa\;i/dy) dxdz

Boven, onder, voor, achter: 0 (v, geen loodrechte comp. op deze vlakken)

Totale flux in y-richting: ({)avydxdydz
y

Analoog voor flux in x- en z-richting
Ovx  Ov, ov.
Totale flux volume-element: (X i ATt

ox dy 0z

V - vV maal volume-element

> dxdydz =
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Interpretatie divergentie

Divergentie is netto naar buiten gerichte flux per volume-element

(volume-element — 0). V-V =div V is scalar veld.
— . Links: V-V >0
EEEE;.:—. Midden: V-v =20
e Rechts: V-V <0

‘\T \l/ a: bron (source): divergentie positief
/l /T\ b: put (sink): divergentie negatief
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Rotatie
Rotatie (curl) is maat voor circulatie/draaiing van vectorveld.
. [llustratie a.h.v. rotatie van punt
o N = -
Kies coordinatenstelsel zo dat

£ D : .

‘ =10 en r=1y

' W, z

o
]k
V=0XxF=|0 0 w, |=1(-w.y)+]j(w:x)
X y z
0 7k
Rotatie van v: V x V= | 9/ox 9oy 9/az | = k(2w;)

—wzy wyx 0
V X V=20
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Rotatie

Rotatie is evenredig met hoeksnelheid, en is maat voor draaiing.

Rotatie geeft grootte van draaiing/circulatie en draaias.
Als V x V(r') = 0, dan geen draaiing van V in punt 7.

curl v
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Divergentie en rotatie, voorbeelden

RN
NIRRT q
PEELEEE S = (@) V-v=0 VxvV=0
HEHHH] RS2 (b): V-V=0, VxV#0
(a) (b) pg
. = () V-v>0, Vxv=0
S\ >
N N (d): V-7 #0, Vx7#0
.—-"7/‘\\\\ // \\\\——_’_’
/t\\\ Jl‘\J\\\\\.
(©) (d)
Bijna overal
V-V#0, VxV#0
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FAST sLow

MOST OF My INTERESTS FALL UNDER "THINGS RISING UP FROM THE GROOND HANGING IN
THE AIR, ANDTHEN DRIFTING ALWAY ON THE BREEZE,” JUST ON VERY DIFFERENT TIMESCALES.
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Combinaties gradiént, divergentie, rotatie
» div grad ¢:
0/ox 99/ ox 2 2 2
YV -Vé= |0y ] |09/ay | = g‘f+g¢+g<§ V25
a/82 8¢/az X y ‘

V24 is Laplaciaan van ¢

Laplaciaan van scalarveld is scalarveld.

> rot grad ¢:
7 ] k
V xVo¢ = 8/c‘)x 8/c“)y 8/Bz =
a¢/8x ad’/ay 3¢/32

5 82¢_82¢ . 82¢_82¢ R 0%  0%¢ _G
dy0z 0zdy ! Ox0z 0z0x 8x5‘y dyox)

Rotatie van gradiént van scalarveld is altijd 0.
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Combinaties gradiént, divergentie, rotatie

» div rot v:
V- (VxV)=0 Ga zelf na.

Divergentie van rotatie van vectorveld is altijd 0.

> rot rot v
VX (VX 7)=V(V-7)— (V-V)7 = V(V-7) - V27
V2 is nu vector Laplaciaan

8/<9x 6/8x
V27 = (V-V)7 = || 9oy | - | 9oy ||V =
8/82 8/(92

0?92  0?
(53253
v /ox2 + 82vx/ay2 + 82vx/3z2

= 82Vy/8x2 + 82Vy/8y2 + 82Vy/<9z2 =1V?2 Vyx —i—]Vzvy + szvz
82VZ/8X2 + & VZ/@y2 + 82‘/2/822
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Bunny bunny . frozer uk 24 Dec 05
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"Was it a = (dv / dt) or a = (dt * dt)?"
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Lijnintegraal vectorveld

Berekening arbeid langs pad:

dW = F - dF
W= [F.dF
pad
dx
kracht: F=| F, padlengte-element: dr=| dy
F, dz

-dr'= Fydx + F,dy + F,dz

£
W= [F(xy,2)dx+ [Fy(x,y,2)dy + [ F:(x,y,z)dz
pad pad pad
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Lijnintegraal vectorveld, voorbeeld

ﬁ::(_y> 2 (12
X

Arbeid van (0,0) naar (1,2) % 1
via twee verschillende paden.
1a
(12) 12) (1,2)
W= [ F.di= | < y>‘<dx>: [ —ydx + xdy
(0,0) 0,0) \ X dy (0,0)

1 2
= [ —ydx+ [ xdy
=

X y=0

1 2
Pad1: W= [ 0 dx+ [ 1 dy=2

x=0 _0op1a =0 —1op1b
1 2
Pad 2: W = I -2 dx+ I 0 dy=-2
x=0 y=0 x=0op 2a
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BUNNY

www bunny-comic. com

020ct10

Bunny (¢} Huw Davies - Some Rights Reservad

|

The Bunny couldn't remember what they came down here to find
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Conservatief vectorveld

B
F is conservatief als [ F - dF onafhankelijk van integratiepad:
A

F.-dF= [dW = W(B) — W(A)

L%m
>—my

Veel fysische vectorvelden zijn conservatief.

Als F conservatief, dan gesloten lijnintegraal (kringintegraal) nul:

§F-dF=0

Als V x F =0 in alle punten van de ruimte, dan F conservatief.
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Conservatief vectorveld en scalaire potentiaal

Conservatief vectorveld F heeft scalaire potentiaal ¢ zodanig dat

F=—-V¢

Bijvoorbeeld:

E=-V¢

E: elektrische veld

¢: elektrische potentiaal

rav. — _v¢grav

Fgraw = mg: zwaartekracht (|)
¢grav: zwaartekrachtspotentiaal
d¢grav = mgdz (dZ T) of

! qq"l'li

Obgra f0x 0
Fgrav = - a¢g’a‘//8)’ = - 0
Igrav/0z mg
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Conservatief vectorveld en scalaire potentiaal

Hoe vind je scalaire potentiaal ¢ van convervatief vectorveld F?
Door inverse operatie van V, d.w.z. integratie van F.

Integratie langs pad geeft arbeid. Kies pad bijvoorbeeld:

(y,2) (x,0,0) (x,y,0) (x.y,2)
W= [ F-df= [ Fdx+ [ Fudy+ [ Fodz
(0,0,0) (0,0,0) (x,0,0) (x,y,0)
Arbeid = — verandering van potentiaal (energiebehoud)
= —(¢ — ¢o)

W = —¢ als beginpotentiaal ¢g = 0, ofwel ¢ = —W als ¢g =0

Controleer dat V¢ = —F voor werkcollegeopgaven 8 en 11 van sectie 6.8.

25/26



26 /26



