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Gradiënt, divergentie, rotatie

Gradiënt scalarveld φ

∇φ =

 ∂/∂x
∂/∂y
∂/∂z

φ =

 ∂φ/∂x
∂φ/∂y
∂φ/∂z


Divergentie vectorveld ~V

∇ · ~V =

 ∂/∂x
∂/∂y
∂/∂z

 ·
Vx

Vy

Vz

 =
∂Vx

∂x
+
∂Vy

∂y
+
∂Vz

∂z

Rotatie (curl) vectorveld ~V

∇× ~V =

∣∣∣∣∣∣
ı̂ ̂ k̂

∂/∂x ∂/∂y ∂/∂z
Vx Vy Vz

∣∣∣∣∣∣
= ı̂

(
∂Vz

∂y
− ∂Vy

∂z

)
− ̂

(
∂Vz

∂x
− ∂Vx

∂z

)
+ k̂

(
∂Vy

∂x
− ∂Vx

∂y

)
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Interpretatie gradiënt
Gradiënt van scalarveld is vectorveld met richting en grootte van
maximale afgeleide in elk punt.

Voorbeelden scalar- ⇔ vectorvelden

• ~E = −∇φ
~E = elektrische veld [V/m]
φ = elektrische potentiaal [V]

• ~q = −k∇T
~q = warmtestroom [W/m2]
T = temperatuur [K]
k = thermische conductiviteit [W/mK]

• Zwaartekracht ⇔ zwaartekrachtspotentiaal
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Interpretatie divergentie

Vectorveld ~v (”stroming”) door volume-element

~v =

 vx(x , y , z)
vy (x , y , z)
vz(x , y , z)


Wat is de netto toe(af)name door volume-element?
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Flux
Flux: netto toe(af)name vectorveld door oppervlak

Alleen component van vectorveld loodrecht op oppervlak geeft
toe(af)name.

~F : vectorveld
n̂: (naar buiten gerichte) normaal van oppervlakte-element dS
~F · n̂: component van ~F loodrecht op dS .
~F · n̂ dS : Flux door oppervlakte-element dS
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Interpretatie divergentie

Bepaal eerst flux van ~v door volume-element in y -richting.

Linker zijvlak: normaal n̂ =

 0
−1
0

 oppervlak dS = dxdz

Flux door linker zijvlak:

~v · n̂ dS =

 vx(x , y , z)
vy (x , y , z)
vz(x , y , z)

 ·
 0
−1
0

 dxdz = −vy (x , y , z) dxdz
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Interpretatie divergentie

Rechter zijvlak: normaal n̂ =

0
1
0

 oppervlak dS = dxdz

Flux rechter zijvlak: ~v · n̂ dS =

vx(x , y + dy , z)
vy (x , y + dy , z)
vz(x , y + dy , z)

·
0

1
0

 dxdz =

vy (x , y + dy , z) dxdz ≈
(
vy (x , y , z) +

∂vy
∂y

dy

)
dxdz

Analoog aan: f (x + dx) ≈ f (x) +
df

dx
dx (zie Intermezzo Lecture 11)
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Interpretatie divergentie

Flux in y -richting:

Linker zijvlak: −vy (x , y , z) dxdz

Rechter zijvlak:

(
vy (x , y , z) +

∂vy
∂y

dy

)
dxdz

Boven, onder, voor, achter: 0 (vy geen loodrechte comp. op deze vlakken)

Totale flux in y-richting:
∂vy
∂y

dxdydz

Analoog voor flux in x- en z-richting

Totale flux volume-element:

(
∂vx
∂x

+
∂vy
∂y

+
∂vz
∂z

)
dxdydz =

∇ · ~v maal volume-element
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Interpretatie divergentie

Divergentie is netto naar buiten gerichte flux per volume-element
(volume-element → 0). ∇ · ~v = div ~v is scalar veld.

Links: ∇ · ~v > 0

Midden: ∇ · ~v = 0

Rechts: ∇ · ~v < 0

a: bron (source): divergentie positief

b: put (sink): divergentie negatief

11 / 26



12 / 26



Rotatie

Rotatie (curl) is maat voor circulatie/draaiing van vectorveld.

Illustratie a.h.v. rotatie van punt

~v = ~ω × ~r
Kies coördinatenstelsel zo dat

~ω =

 0
0
ωz

 en ~r =

x
y
z



~v = ~ω × ~r =

∣∣∣∣∣∣
ı̂ ̂ k̂
0 0 ωz

x y z

∣∣∣∣∣∣ = ı̂(−ωzy) + ̂(ωzx)

Rotatie van ~v : ∇× ~v =

∣∣∣∣∣∣
ı̂ ̂ k̂

∂/∂x ∂/∂y ∂/∂z
−ωzy ωzx 0

∣∣∣∣∣∣ = k̂(2ωz)

∇× ~v = 2~ω
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Rotatie

Rotatie is evenredig met hoeksnelheid, en is maat voor draaiing.

Rotatie geeft grootte van draaiing/circulatie en draaias.
Als ∇× ~v(~r ) = ~0, dan geen draaiing van ~v in punt ~r .
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Divergentie en rotatie, voorbeelden

(a): ∇ · ~v = 0, ∇× ~v = ~0
(b): ∇ · ~v = 0, ∇× ~v 6= ~0
(c): ∇ · ~v > 0, ∇× ~v = ~0
(d): ∇ · ~v 6= 0, ∇× ~v 6= ~0

Bijna overal
∇ · ~v 6= 0, ∇× ~v 6= ~0
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Combinaties gradiënt, divergentie, rotatie

I div grad φ:

∇ ·∇φ =

∂/∂x
∂/∂y
∂/∂z

 ·
∂φ/∂x
∂φ/∂y
∂φ/∂z

 =
∂2φ

∂x2
+
∂2φ

∂y2
+
∂2φ

∂z2
= ∇2φ

∇2φ is Laplaciaan van φ

Laplaciaan van scalarveld is scalarveld.

I rot grad φ:

∇×∇φ =

∣∣∣∣∣∣
ı̂ ̂ k̂

∂/∂x ∂/∂y ∂/∂z
∂φ/∂x ∂φ/∂y ∂φ/∂z

∣∣∣∣∣∣ =

ı̂

(
∂2φ

∂y∂z
− ∂2φ

∂z∂y

)
− ̂

(
∂2φ

∂x∂z
− ∂2φ

∂z∂x

)
+ k̂

(
∂2φ

∂x∂y
− ∂2φ

∂y∂x

)
= ~0

Rotatie van gradiënt van scalarveld is altijd ~0.
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Combinaties gradiënt, divergentie, rotatie

I div rot ~v :
∇ · (∇× ~v) = 0 Ga zelf na.

Divergentie van rotatie van vectorveld is altijd 0.

I rot rot ~v :
∇× (∇× ~v) = ∇(∇ · ~v)− (∇ · ∇)~v = ∇(∇ · ~v)−∇2~v

∇2 is nu vector Laplaciaan

∇2~v = (∇ · ∇)~v =

∂/∂x
∂/∂y
∂/∂z

 ·
∂/∂x
∂/∂y
∂/∂z

~v =(
∂2

∂x2
+
∂2

∂y2
+
∂2

∂z2

)
~v

=

 ∂2vx/∂x2 + ∂2vx/∂y2 + ∂2vx/∂z2

∂2vy/∂x2 + ∂2vy/∂y2 + ∂2vy/∂z2

∂2vz/∂x2 + ∂2vz/∂y2 + ∂2vz/∂z2

= ı̂∇2vx + ̂∇2vy + k̂∇2vz
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Lijnintegraal vectorveld

Berekening arbeid langs pad:

dW = ~F · d~r

W =
∫

pad

~F · d~r

kracht: ~F=

Fx
Fy
Fz

 padlengte-element: d~r =

dx
dy
dz


~F · d~r = Fxdx + Fydy + Fzdz

W =
∫

pad

Fx(x , y , z)dx +
∫

pad

Fy (x , y , z)dy +
∫

pad

Fz(x , y , z)dz

20 / 26



Lijnintegraal vectorveld, voorbeeld

~F =

(
−y
x

)
Arbeid van (0,0) naar (1,2)
via twee verschillende paden.

W =
(1,2)∫
(0,0)

~F · d~r =
(1,2)∫
(0,0)

(
−y
x

)
·
(
dx
dy

)
=

(1,2)∫
(0,0)

−ydx + xdy

=
1∫

x=0

−ydx +
2∫

y=0

xdy

Pad 1: W =
1∫

x=0

0︸︷︷︸
y=0 op 1a

dx +
2∫

y=0

1︸︷︷︸
x=1 op 1b

dy = 2

Pad 2: W =
1∫

x=0

−2︸︷︷︸
y=2 op 2b

dx +
2∫

y=0

0︸︷︷︸
x=0 op 2a

dy = −2
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Conservatief vectorveld

~F is conservatief als
B∫
A

~F · d~r onafhankelijk van integratiepad:

B∫
A

~F · d~r =
B∫
A

dW = W (B)−W (A)

Veel fysische vectorvelden zijn conservatief.

Als ~F conservatief, dan gesloten lijnintegraal (kringintegraal) nul:∮
~F · d~r = 0

Als ∇× ~F = ~0 in alle punten van de ruimte, dan ~F conservatief.

23 / 26



Conservatief vectorveld en scalaire potentiaal

Conservatief vectorveld ~F heeft scalaire potentiaal φ zodanig dat
~F = − ∇φ

Bijvoorbeeld:

• ~E = −∇φ
~E : elektrische veld
φ: elektrische potentiaal

• ~Fgrav = −∇φgrav
~Fgrav = m~g : zwaartekracht (↓)
φgrav : zwaartekrachtspotentiaal
dφgrav = mgdz (dz ↑) of

~Fgrav = −

∂φgrav/∂x
∂φgrav/∂y
∂φgrav/∂z

 = −

 0
0
mg
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Conservatief vectorveld en scalaire potentiaal

Hoe vind je scalaire potentiaal φ van convervatief vectorveld ~F?
Door inverse operatie van ∇, d.w.z. integratie van ~F .

Integratie langs pad geeft arbeid. Kies pad bijvoorbeeld:

W =
(x ,y ,z)∫
(0,0,0)

~F · d~r =
(x ,0,0)∫
(0,0,0)

Fxdx +
(x ,y ,0)∫
(x ,0,0)

Fydy +
(x ,y ,z)∫
(x ,y ,0)

Fzdz

Arbeid = − verandering van potentiaal (energiebehoud)

= −(φ− φ0)

W = −φ als beginpotentiaal φ0 = 0, ofwel φ = −W als φ0 = 0

Controleer dat ∇φ = −~F voor werkcollegeopgaven 8 en 11 van sectie 6.8.
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