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Samenvatting

I Poolcoördinaten

I Cilindercoördinaten

I Bolcoördinaten

I Jacobi matrix, Jacobiaan

I Eenheidsvectoren pool- en cilindercoordinaten

2 / 19



Poolcoördinaten

2D Poolcoördinaten: (r , θ)

x = r cos θ
y = r sin θ

r =
√
x2 + y2

θ = arctan
(y
x

)
voor −π

2
< arctan

(y
x

)
≤ π

2
Voor 0 ≤ θ < 2π:

θ = arctan
(y
x

)
als x ≥ 0, y ≥ 0 (1e kwadrant)

= arctan
(y
x

)
+ π als x < 0 (2e, 3e kwadrant)

= arctan
(y
x

)
+ 2π als x > 0 y < 0 (4e kwadrant)

Maak figuur met locatie punt. Check of hoek in juiste kwadrant.
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Cilindrische coördinaten

3D Cilindercoördinaten: (r , θ, z)

x = r cos θ
y = r sin θ
z = z

r =
√
x2 + y2

Voor 0 ≤ θ < 2π:

θ = arctan
(y
x

)
als x ≥ 0, y ≥ 0 (1e kwadrant x-y vlak)

= arctan
(y
x

)
+ π als x < 0 (2e, 3e kwadrant x-y vlak)

= arctan
(y
x

)
+ 2π als x > 0 y < 0 (4e kwadrant x-y vlak)
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Bolcoördinaten
3D Bolcoördinaten (spherical coordinates): (r , θ, φ)

z = r cos θ
x = r sin θ cosφ
y = r sin θ sinφ

r =
√
x2 + y2 + z2 r ≥ 0

θ = arccos
(z
r

)
0 ≤ θ ≤ π

φ = arctan
(y
x

)
x ≥ 0, y ≥ 0

= arctan
(y
x

)
+ π x < 0

= arctan
(y
x

)
+ 2π x > 0, y < 0 0 ≤ φ < 2π

Let op 1: rcilinder 6= rbol en θcilinder = φbol
Let op 2: De conventie van θ en φ kan ook omgekeerd zijn.
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Lengte-, oppervlaktevlakte-element cartesische coörd. (2D)

Van (x , y) naar (x + dx , y + dy)

Lengte-element ds:

(ds)2 = (dx)2 + (dy)2

Oppervlakte-element dA:

dA = dxdy
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Lengte-element poolcoördinaten

Van (r , θ) naar (r + dr , θ + dθ)

Uit figuur:

(ds)2 = (dr)2 + (rdθ)2

Mathematisch:
x = r cos θ
y = r sin θ

dx =
∂x

∂r
dr +

∂x

∂θ
dθ = cos θdr − r sin θdθ

dy =
∂y

∂r
dr +

∂y

∂θ
dθ = sin θdr + r cos θdθ

(ds)2 = (dx)2 + (dy)2 = . . . = (dr)2 + (rdθ)2
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Oppervlakte-element poolcoördinaten

Uit figuur:

dA = dr rdθ = r drdθ

Mathematisch:

dx =
∂x

∂r
dr +

∂x

∂θ
dθ

dy =
∂y

∂r
dr +

∂y

∂θ
dθ(

dx
dy

)
=

(
∂x/∂r ∂x/∂θ
∂y/∂r ∂y/∂θ

)(
dr
dθ

)
=

(
cos θ −r sin θ
sin θ r cos θ

)
︸ ︷︷ ︸
Jacobi matrix pool→cart

(
dr
dθ

)

Jacobiaanpool→cart : J =

∣∣∣∣ cos θ −r sin θ
sin θ r cos θ

∣∣∣∣ = r

dA = |J| drdθ = r drdθ
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Lengte-, volume-element cartesische coördinaten (3D)

Van (x , y , z) naar (x + dx , y + dy , z + dz)

Lengte-element ds:

(ds)2 = (dx)2 + (dy)2 + (dz)2

Volume-element dV :

dV = dxdydz
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Lengte-, volume-element cilindercoördinaten

Van (r , θ, z) naar (r +dr , θ+dθ, z +dz)

Lengte-element ds:

(ds)2 = (dr)2 + (rdθ)2 + (dz)2

Volume-element dV :
dV = dr rdθ dz = r drdθdz

dxdy
dz

=

∂x/∂r ∂x/∂θ ∂x/∂z
∂y/∂r ∂y/∂θ ∂y/∂z
∂z/∂r ∂z/∂θ ∂z/∂z

drdθ
dz

=

cos θ −r sin θ 0
sin θ r cos θ 0

0 0 1


︸ ︷︷ ︸

Jacobi matrix cil→cart

drdθ
dz



Jacobiaancil→cart : J =

∣∣∣∣∣∣
cos θ −r sin θ 0
sin θ r cos θ 0

0 0 1

∣∣∣∣∣∣ = r

dV = |J| drdθdz = r drdθdz
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Lengte-, volume-element bolcoördinaten

Van (r , θ, φ) naar (r+dr , θ+dθ, φ+dφ)

Lengte-element ds:

(ds)2 = (dr)2 + (rdθ)2 + (r sin θdφ)2

Volume-element dV :
dV =dr rdθ r sin θdφ= r2 sin θ drdθdφ

Jacobiaanbol→cart : J = r2 sin θ (zie boek hoofdstuk 5 eq. (4.14))

dV = |J| drdθdφ = r2 sin θ drdθdφ
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Eenheidsvectoren, vectorelement cartesische coördinaten

Cartesisch coördinatenstelsel: eenheidvectoren ı̂, ̂, k̂

Vectorelement tussen d~s tussen

x
y
z

 en

 x + dx
y + dy
z + dz

 :

d~s = dx ı̂ + dy ̂ + dz k̂

Lengte van d~s (vector) is ds (scalar): ds = |d~s |

(ds)2 = d~s · d~s (dot product)
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Eenheidsvectoren in poolcoördinaten

Logische eenheidsvectoren voor een
punt in poolcoördinaten zijn

• in radiële richting êr (figuur: r̂ )

• in ”θ”richting êθ (figuur: θ̂ )

êr = cos θ ı̂ + sin θ ̂

êθ = − sin θ ı̂ + cos θ ̂

Zijn êr en êθ eenheidsvectoren?

Bijv: êr · êr = cos2 θ + sin2 θ = 1 Ja

Ga zelf na dat êr en êθ orthogonaal zijn (onderling loodrecht)

Let op: Richting van êr en êθ varieert van punt tot punt!
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Vectorelement poolcoördinaten

Mathematische afleiding van êr en êθ m.b.v. vectorelement d~s.

x = r cos θ
y = r sin θ

d~s = dx ı̂ + dy ̂

=

(
∂x

∂r
dr +

∂x

∂θ
dθ

)
ı̂ +

(
∂y

∂r
dr +

∂y

∂θ
dθ

)
̂

= (cos θdr − r sin θdθ) ı̂ + (sin θdr + r cos θdθ) ̂

= dr (cos θ ı̂ + sin θ ̂) + rdθ (− sin θ ı̂ + cos θ ̂)

= dr êr + rdθ êθ

(ds)2 = d~s · d~s = (dr)2 + (rdθ)2
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Eenheidsvectoren, vectorelement cilindercoördinaten

Eenheidsvectoren punt cilindercoördinaten

êr = cos θ ı̂ + sin θ ̂ (figuur: r̂ )

êθ = − sin θ ı̂ + cos θ ̂ (figuur: θ̂ )

êz = k̂ (figuur: ẑ)

Vectorelement d~s:

d~s = dr êr + rdθ êθ + dz êz

Lengte-element ds:

(ds)2 = (dr)2 + (rdθ)2 + (dz)2
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Eenheidsvectoren in bolcoördinaten

êr = sin θ cosφ ı̂ + sin θ sinφ ̂ + cos θ k̂

êθ = cos θ cosφ ı̂ + cos θ sinφ ̂− sin θ k̂

êφ = − sinφ ı̂ + cosφ ̂

d~s = dr êr + rdθ êθ + r sin θdφ êφ

(ds)2 = (dr)2 + (rdθ)2 + (r sin θdφ)2
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