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Samenvatting

» Dubbele integraal in 3D
» 3-Dubbele integraal
> Lijnintegraal
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Enkele integraal

—_—

—_———— ]

Oppervlak onder curve met hoogte y = f(x):

Xmax

[ f(x)dx

Xmin

Als Ax — 0 en n — oo:
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Dubbele integraal

Volume onder oppervlak met hoogte z = f(x, y):

f(xi,yi) AA met  AA=AxAy

i=1

Als Ax,Ay —0enn—oo: [[f(x,y)dxdy
A
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Dubbele integraal

Column of
volume zAxAy

Slab of volume

Hoogte z = f(x, y).
Volume onder z met grondvlak Xpmin tot Xmax €N Ymin tot Ymax-

(a) Voor één waarde van x, oppervlak in y-z vlak onder f(x,y)
yTX f(x,y)dy met x = constant
}I/\Imijn oppervlakken voor verschillende x sommeren: integreren over x
Volume = XTX [yTX f(x,y)dy} dx (1)
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Dubbele integraal

Column of
volume zAxAy

Slab of volume

2 - 2x
(Ath 2dy
y=0
y

Ire

(b) Voor één waarde van y, oppervlak in x-z vlak onder f(x, y)
Xmax

| f(x,y) dx met y = constant
i Ymax  Xmax

Volume = [ [f f(x,y)dx]dy (2)

Ymin Xmin

Xmax Ymax Ymax Xmax
[[f(x,y)dxdy = [ [ f(x,y)dydx= [ [ f(x,y)dxdy
A Xmin Ymin Ymin Xmin
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"The Bunny knew
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Dubbele integraal, voorbeeld 1

Voorbeeld z = f(x,y) = x? + y?
Grondvlak A: x =[-1,1],
1

1
J T @eyyady= | [1o+yad dy =
y= Ox——l y=0 N

f +2y2dy = [2y+ 2% _ =4

=0 ~ 3
y=0 Y

y = [07 1]

1

1
Gazelfnadat [ [ (x®+ y?) dydx hetzelfde geeft.
x=—1y=0
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Dubbele integraal, voorbeeld 2
Voorbeeld

Column of
volume zAxAy

Slab of volume

Z:f(XaY):1+y Xmin = 0, Xmax = 1
Ymin =0, Ymax =2 — 2x
Grens van y is afhankelijk van x = y-integraal eerst berekenen.

1 2-2x 1 L 912-2x
J J Q+y)dydx= [ [y+3y°], ¢ dx=
x=0 y=0 x=0
1 1
[(2-2x)+3(2—-2x)%2dx= [ (4—6x+2x%)dx =
x=0 x=0

1
x=0

[4x — 3x2 + 3x3)] =4-3+3=23
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Dubbele integraal, voorbeeld 2
Voorbeeld Integratievolgorde omgekeerd.

z=1+y

Column of
volume zAxAy

Slab of volume

2 - 2x
(Ax)f 2dy
y=0
y

Z:f(X,y):1+y Ymin =0, Ymax =2
Xmin = 0,  Xmax =1 — %y
Grens van x is afhankelijk van y = x-integraal eerst berekenen.

Mag je een rechthoekig grondvlak nemen met x = [0, 1] en
y =[0,2], integraal uitrekenen, en resultaat delen door twee? Nee!

Vaste grenswaardes bij buitenste integraal.
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3-Dubbele integraal

Volume van grondvlak zn,j, = 0 tot zpax = f(x,y)

Xmax Ymax
f f f(x,y) dydx
Xmin Ymin
Anders:
Volume = Z AxAyAz

Met Ax Ay,Az — 0 en n— co: Volume = fff dxdydz

Xmax Ymax Zmax Ymax Xmax Zmax
Volume= [ [ [ dzdydx |= [ [ [ dzdxdy
Xmin Ymin Zmin Ymin Xmin Zmin
Xmax Ymax Zmax Xmax Ymax
[ [ [ dzdydx = [ [ (Zmax — Zmin) dydx
Xmin Ymin Zmin Xmin Ymin

Analoog bijv.: Massa = [[[ p dxdydz met p dichtheid
1%
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"The Bunny locked so intellectual"
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Lijnintegraal

Lijnintegraal:

| ds

langs curve

In 2-D:  (ds)? = (dx)? + (dy)?

1
dy
1+ (dx> ] dx
dx \ 2 :
— 1
[(dy> i

dy
Soms andere parameterisatie handiger.

ds = [dx? + dy2]2 =
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Lijnintegraal, voorbeeld
Voorbeeld

Lengte schroefdraad (helix)
voor één rondgang

X = cos t
y =sint
z=1t ('spoed’)

Eén rondgang: t = [0, 27]

%:—sint, d—y:c t,

s=[ds =

27

[ [(=sint)? + (cos t)? —i—l]% f V2dt = 21y/2
t=0
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