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Samenvatting

I Dubbele integraal in 3D
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Enkele integraal

Oppervlak onder curve met hoogte y = f (x):
n∑

i=1
f (xi ) ∆x

Als ∆x → 0 en n→∞:
xmax∫
xmin

f (x) dx
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Dubbele integraal

Volume onder oppervlak met hoogte z = f (x , y):
n∑

i=1
f (xi , yi ) ∆A met ∆A = ∆x ∆y

Als ∆x ,∆y → 0 en n→∞:
∫∫
A

f (x , y) dxdy
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Dubbele integraal

Hoogte z = f (x , y).
Volume onder z met grondvlak xmin tot xmax en ymin tot ymax .

(a) Voor één waarde van x , oppervlak in y -z vlak onder f (x , y)
ymax∫
ymin

f (x , y) dy met x = constant

Nu oppervlakken voor verschillende x sommeren: integreren over x

Volume =
xmax∫
xmin

[ ymax∫
ymin

f (x , y)dy
]
dx (1)
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Dubbele integraal

(b) Voor één waarde van y , oppervlak in x-z vlak onder f (x , y)
xmax∫
xmin

f (x , y) dx met y = constant

Volume =
ymax∫
ymin

[ xmax∫
xmin

f (x , y)dx
]
dy (2)

∫∫
A

f (x , y) dxdy =
xmax∫
xmin

ymax∫
ymin

f (x , y) dydx =
ymax∫
ymin

xmax∫
xmin

f (x , y) dxdy
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Dubbele integraal, voorbeeld 1

Voorbeeld z = f (x , y) = x2 + y2

Grondvlak A: x = [−1, 1], y = [0, 1]

1∫
y=0

1∫
x=−1

(x2 + y2) dxdy =
1∫

y=0

[
1
3x

3 + y2x
]1
x=−1

dy =

1∫
y=0

2
3 + 2y2 dy =

[
2
3y + 2

3y
3
]1
y=0

= 4
3

Ga zelf na dat
1∫

x=−1

1∫
y=0

(x2 + y2) dydx hetzelfde geeft.
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Dubbele integraal, voorbeeld 2
Voorbeeld

z = f (x , y) = 1 + y xmin = 0, xmax = 1
ymin = 0, ymax = 2− 2x

Grens van y is afhankelijk van x ⇒ y -integraal eerst berekenen.
1∫

x=0

2−2x∫
y=0

(1 + y) dydx =
1∫

x=0

[
y + 1

2y
2
]2−2x

y=0
dx =

1∫
x=0

(2− 2x) + 1
2(2− 2x)2 dx =

1∫
x=0

(4− 6x + 2x2)dx =[
4x − 3x2 + 2

3x
3)
]1
x=0

= 4− 3 + 2
3 = 5

3
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Dubbele integraal, voorbeeld 2
Voorbeeld Integratievolgorde omgekeerd.

z = f (x , y) = 1 + y ymin = 0, ymax = 2
xmin = 0, xmax = 1− 1

2y
Grens van x is afhankelijk van y ⇒ x-integraal eerst berekenen.
2∫

y=0

1− 1
2∫

x=0

(1 + y) dxdy = · · · = 5
3

Mag je een rechthoekig grondvlak nemen met x = [0, 1] en
y = [0, 2], integraal uitrekenen, en resultaat delen door twee? Nee!

Vaste grenswaardes bij buitenste integraal.
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3-Dubbele integraal

Volume van grondvlak zmin = 0 tot zmax = f (x , y)
xmax∫
xmin

ymax∫
ymin

f (x , y) dydx

Anders:

Volume =
n∑

i=1
∆x∆y∆z

Met ∆x ,∆y ,∆z → 0 en n→∞: Volume =
∫∫∫

V

dxdydz

Volume =
xmax∫
xmin

ymax∫
ymin

zmax∫
zmin

dzdydx =
ymax∫
ymin

xmax∫
xmin

zmax∫
zmin

dzdxdy

xmax∫
xmin

ymax∫
ymin

zmax∫
zmin

dzdydx =
xmax∫
xmin

ymax∫
ymin

(zmax − zmin) dydx

Analoog bijv.: Massa =
∫∫∫

V

ρ dxdydz met ρ dichtheid

11 / 15



12 / 15



Lijnintegraal

Lijnintegraal:∫
langs curve

ds

In 2-D: (ds)2 = (dx)2 + (dy)2

ds = [dx2 + dy2]
1
2 =

[
1 +

(
dy

dx

)2
] 1

2

dx[(
dx

dy

)2

+ 1

] 1
2

dy

Soms andere parameterisatie handiger.
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Lijnintegraal, voorbeeld
Voorbeeld

Lengte schroefdraad (helix)
voor één rondgang

x = cos t
y = sin t
z = t (’spoed’)

Eén rondgang: t = [0, 2π]

ds = [dx2 + dy2 + dz2]
1
2 =

[(
dx

dt

)2

+

(
dy

dt

)2

+ +

(
dz

dt

)2
] 1

2

dt

dx

dt
= − sin t,

dy

dt
= cos t,

dz

dt
= 1

s =
∫
ds =

2π∫
t=0

[
(− sin t)2 + (cos t)2 + 1

] 1
2 dt =

2π∫
t=0

√
2dt = 2π

√
2
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