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Eigenwaarden en eigenvectoren

Stel we hebben transformatiematrix M.

Dan ~r , = M~r : transformatie van punt ~r naar ~r , door M

I Eigenvectoren: vectoren die bij transformatie niet van
richting veranderen: M~r = λ~r

I Eigenwaarden: constanten λ bij die eigenvectoren (~r , = λ~r ,
λ is vermenigvuldigingsfactor van eigenvector ~r)

Als ~r eigenvector van M en k constante, dan k~r ook eigenvector
(met zelfde eigenwaarde).
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Eigenwaarden en eigenvectoren, voorbeeld

Voorbeeld

M =

(
3 2
−1 0

)
eigenvector: ~r =

(
x
y

)
eigenwaarde: λ

M~r = λ~r :(
3 2
−1 0

)(
x
y

)
= λ

(
x
y

)
⇒ 3x + 2y = λx

−x = λy

(3− λ)x + 2y = 0
−x − λy = 0

Homogene vergelijkingen met triviale oplossing x , y = 0.
Andere oplossingen als vergelijkingen afhankelijk ⇒ determinant
coëfficiëntenmatrix = 0: karakterestieke vergelijking∣∣∣∣ 3− λ 2
−1 −λ

∣∣∣∣ = 0
λ2 − 3λ+ 2 = 0
(λ− 2)(λ− 1) = 0
λ1 = 2 λ2 = 1 : eigenwaarden
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Eigenwaarden en eigenvectoren, voorbeeld

M~r = λ~r gaf
(3− λ)x + 2y = 0

−x − λy = 0

I Eigenwaarde λ1 = 2. Wat is bijbehorende eigenvector?

x + 2y = 0
−x − 2y = 0

}
afhankelijke vergelijkingen

Kies een vector ~r1=

(
x
y

)
die aan de vergelijkingen voldoet.

Bijv. ~r1 =

(
2
−1

)
of r̂1 =

1√
5

(
2
−1

)
M~r1 = 2~r1: Door M worden de plaatsvectoren in richting ~r1
met een factor 2 verlengd.

I λ2 = 1. Wat is bijbehorende eigenvector?

2x + 2y = 0
−x − y = 0

}
Bijv. ~r2 =

(
1
−1

)
of r̂2 =

1√
2

(
1
−1

)
M~r2 = 1~r2: In richting ~r2 blijven de vectoren even lang.
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Eigenwaarden en eigenvectoren: illustratie

Rood: eenheidscirkel
Blauw: punten van eenheidscirkel na transformatie door zekere
matrix M met eigenvectoren ~v1 en ~v2 en eigenwaarden λ1 en λ2,
d.w.z. alle punten ~r , = M~r met ~r punten van de eenheidscirkel.
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Eigenwaarden en eigenvectoren: illustratie

M =

(
1 −1
−1 4

)
λ1 = 4.3, r̂1 =

(
0.29
−0.96

)
λ2 = 0.7, r̂2 =

(
−0.96
−0.29

)
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Eigenwaarden en eigenvectoren: illustratie

M =

(
2 1
1 2

)
λ1 = 3, r̂1 =

1√
2

(
1
1

)
λ2 = 1, r̂2 =

1√
2

(
1
−1

)
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M, diagonaalmatrix eigenwaarden, matrix eigenvectoren

M =

(
m11 m12

m21 m22

)
Eigenwaarde λ1 met eigenvector û
Eigenwaarde λ2 met eigenvector v̂

Vind relatie tussen M, diagonaalmatrix van eigenwaarden (D) en
matrix van eigenvectoren (C).

Stap 1

Mû = λ1û
m11u1 + m12u2 = λ1u1
m21u1 + m22u2 = λ1u2

Mv̂ = λ2v̂
m11v1 + m12v2 = λ2v1
m21v1 + m22v2 = λ2v2
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M, diagonaalmatrix eigenwaarden, matrix eigenvectoren

Stap 2

Definieer matrix C: matrix van eigenvectoren (kolommen)

C =

(
u1 v1
u2 v2

)

Definieer diagonaalmatrix D: diagonaalmatrix van eigenwaarden

D =

(
λ1 0
0 λ2

)
Let op: in zelfde volgorde als matrix eigenvectoren.

Bereken CD:

CD =

(
u1 v1
u2 v2

)(
λ1 0
0 λ2

)
=

(
λ1u1 λ2v1
λ1u2 λ2v2

)
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M, diagonaalmatrix eigenwaarden, matrix eigenvectoren
Stap 3 Bereken MC:

MC =

(
m11 m12

m21 m22

)(
u1 v1
u2 v2

)
=(

m11u1 + m12u2 m11v1 + m12v2
m21u1 + m22u2 m21v1 + m22v2

)
=

⇓ Stap 1(
λ1u1 λ2v1
λ1u2 λ2v2

)
=

⇓ Stap 2

CD

MC = CD

Als C inverteerbaar (det C 6= 0), dan

C−1MC = D
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Interpretatie matrix van eigenvectoren C

I C beschrijft transformatie van coördinatenstelsel van
eigenvectoren (hier: û, v̂) naar oorspronkelijke
coördinatenstelsel (hier: ı̂, ̂)

~P in oorspronkelijke coördinatenstelsel:

~P = x ı̂ + y ̂ = x

(
1
0

)
+ y

(
0
1

)
Zelfde punt ~P in coördinatenstelsel van eigenvectoren:

~P = x ′û + y ′v̂ = x ′
(
u1
u2

)
+ y ′

(
v1
v2

)
=

(
x
y

)
(
x
y

)
=

(
u1 v1
u2 v2

)(
x ′

y ′

)
ofwel ~P = C~P ′ met ~P ′ =

(
x ′

y ′

)
~P ′ wordt na transformatie (matrixvermenigvuldiging) met C
~P in oorspronkelijke coördinatenstelsel.
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Interpretatie matrix D

I D = C−1MC beschrijft dezelfde (punten)transformatie als M in
oorspronkelijke coördinatenstelsel, maar nu in het coördinatenstelsel
van eigenvectoren

~r : punt in oorspronkelijke coördinatenstelsel
~r ,: zelfde punt in coördinatenstelsel van eigenvectoren
~r = C~r ,: transformatie van stelsel eigenvectoren naar oorspronkelijk
~r , = C−1~r : transformatie van oorspronkelijk naar stelsel eigenvectoren
~rM = M~r : ~r getransformeerd door M in oorspronkelijke coördinatenstelsel
~r ,M = C−1~rM: door M getransformeerde punt, nu in stelsel eigenvectoren

D~r , = C−1MC~r , (we hadden D = C−1MC)
= C−1M~r
= C−1~rM

D~r , = ~r ,M

M~r = ~rM en D~r , = ~r ,M beschrijven dezelfde puntentransformatie:
M in oorspronkelijke stelsel, D in coördinatenstelsel van eigenvectoren.
D in coördinatensysteem van eigenvectoren is handiger om transformatie
te beschrijven dan M in oorspronkelijke stelsel.

15 / 22



16 / 22



M, C en D: voorbeeld

M =

(
2 1
1 2

)
λ1 = 3, r̂1 =

1√
2

(
1
1

)
λ2 = 1, r̂2 =

1√
2

(
1
−1

)

D =

(
3 0
0 1

)
C =

1√
2

(
1 1
1 −1

)
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M, C en D: voorbeeld

M =

(
1 −1
−1 4

)
λ1 = 4.3, r̂1 =

(
0.29
−0.96

)
λ2 = 0.7, r̂2 =

(
−0.96
−0.29

)

D =

(
4.3 0
0 0.7

)
C =

(
0.29 −0.96
−0.96 −0.29

)
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M, C en D: voorbeeld

M =

(
1 1
−1 4

)
λ1 = 3.6, r̂1 =

(
−0.36
−0.93

)
λ2 = 1.4, r̂2 =

(
−0.93
−0.36

)

D =

(
3.6 0
0 1.4

)
C =

(
−0.36 −0.93
−0.93 −0.36

)
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Feiten over matrix diagonalisatie

Als M symmetrisch, dan

1. Eigenwaarden zijn reëel

2. Eigenvectoren zijn orthogonaal

Als M symmetrisch en C is matrix van eenheidseigenvectoren,
dan is C orthogonaal: C−1 = CT

Niet alle vierkante matrices kunnen gediagonaliseerd worden.

Een rotatiematrix in 2D heeft geen reële eigenwaarden.

Een rotatiematrix in 3D heeft eigenvector in richting rotatieas
(met eigenwaarde 1).
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Eigenvectoren: lineair onafhankelijk

Let op: Eigenvectoren moeten lineair onafhankelijk zijn, anders spannen
ze geen ruimte (met dezelfde dimensie) op.

Eigenwaardes kunnen gelijk zijn.

Voorbeeld

M =

 0 0 0
0 1 0
1 0 1


∣∣∣∣∣∣
−λ 0 0
0 1− λ 0
1 0 1− λ

∣∣∣∣∣∣= 0 −λ(1− λ)2 = 0 λ1 = 0, λ2,3 = 1

• λ1 = 0
0x + 0y + 0z = 0

1y = 0
1x + 1z = 0

 ~r1 =

 1
0
−1

 of r̂1 =
1√
2

 1
0
−1


• λ2,3 = 1

−x = 0
0 = 0
x = 0

 elke vector

0
y
z

 Bijv. r̂2 =

0
1
0

 r̂3 =

0
0
1


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