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Eigenwaarden en eigenvectoren

Stel we hebben transformatiematrix M.
Dan 7# = MF: transformatie van punt 7 naar > door M
» Eigenvectoren: vectoren die bij transformatie niet van
richting veranderen: Mr = Ar
» Eigenwaarden: constanten A bij die eigenvectoren (7> = Ar,

A is vermenigvuldigingsfactor van eigenvector 1)

Als 1 eigenvector van M en k constante, dan kr ook eigenvector
(met zelfde eigenwaarde).

3/22



Eigenwaarden en eigenvectoren, voorbeeld

Voorbeeld
3 . . X .
M= eigenvector: r = y eigenwaarde: A

r:
3 2 X\ X N 3x 42y = Ax
-1 0 y ) y —X = \y

Homogene vergelijkingen met triviale oplossing x, y = 0.
Andere oplossingen als vergelijkingen afhankelijk = determinant
coéfficiéntenmatrix = 0: karakterestieke vergelijking

N -30+2=0
|:o (A=2)A—1)=0

‘ 3—-X 2
A1 =2 A> =1 : eigenwaarden

-1 =\
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Eigenwaarden en eigenvectoren, voorbeeld
B=A)x+2y=0

Mr = \r gaf Cx— Ay =0

» Eigenwaarde A\; = 2. Wat is bijbehorende eigenvector?
x+2y =0

x—2y=0 } afhankelijke vergelijkingen

Kies een vector Fl:(;) die aan de vergelijkingen voldoet.

1

Mr = 2r: Door M worden de plaatsvectoren in richting i
met een factor 2 verlengd.

» X\ = 1. Wat is bijbehorende eigenvector?

2x+2y =0 .o (1 A_i 1
—x—yzO} Bijv. r2—<_1) of r2—ﬁ<_1>

Mr = 1r: In richting > blijven de vectoren even lang.
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BIOLOGY 15 LARGELY SOWVED
DNA 15 THE SOURCE CODE-
FOR OUR BODIES, NOW THAT
GENE SEQUENCING IS EASY,
WE JUST HAVE To READ IT.

ITS NOT JUST "SOURCE
CODE" THERES A TON
OF FEEDBACK AND
Emel?L PROCESSING.

BUT EVEN(F IT WERE, DNA 1S THE
RESULT OF THE MOST AGERESSIVE
OPTIMIZATION PROCESS IN THE
UNIVERSE, RUNNING W PARALLEL
AT EVERY LEVEL, IN EVERY LIVING
THING, FOR FOUR BILLION YEARS.

ITS STILL. JUST CODE.

? Fur

Ok, TRY OPENING GOOGLE.COM
AND CLICKING "VIEW SOURCE

| ok z.onmvam

THATS JUST A FEw YEARS OF

OPTIMIZATION BY GOOGLE. DEVS,
DNA 15 THOUSANDS OF TIMES
LONGER AND LAY, 4AY LIORSE..

\ Lou, Bioloey
IS MPOSSIBLE.
/-/
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Eigenwaarden en eigenvectoren: illustratie

Rood: eenheidscirkel

Blauw: punten van eenheidscirkel na transformatie door zekere
matrix M met eigenvectoren vi en V% en eigenwaarden A en Ay,
d.w.z. alle punten ©* = Mr met r punten van de eenheidscirkel.
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Eigenwaarden en eigenvectoren: illustratie
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Eigenwaarden en eigenvectoren: illustratie

2 1
o= (32)

. 1 /1
w=an=5(3)

. 1 1
o= ()
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FIELDS arranceD By PURITY

_———a
MORE PURE
SOCIOLOGY 1S PSYCHOLOGY IS BIOLOGY 15 WHICH 15 JusT OH, HEY, T DIDN'T
JUST APPUED  JUsT APPLIED JUSTAPPLED  APPLIED PHYSICS, SEE YOU GUYS ALL
PSYCHOLOGY BIOLOGY: CHEMISTRY TS NICE TO THE WAY OVER THERE.
GE COn TOR t

1% %39 %

SOCIOLOGISTS  PSYCHOLOGISTS  BIOLOGISTS  CHEMISTS  PHYSICISTS MATHEMATICIANS
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M, diagonaalmatrix eigenwaarden, matrix eigenvectoren

myay m
M — 11 12

ma1 Mo
Eigenwaarde A1 met eigenvector
Eigenwaarde \» met eigenvector

<>

Vind relatie tussen M, diagonaalmatrix van eigenwaarden (D) en
matrix van eigenvectoren (C).

Stap 1
A~ o myiuy + mious = A\ju
Md = A d 11U1 12U 1U1
maoiur + mooup = AU
~ ~ mi1vi + miove = Ao v
Mo = o0 11vi 12V2 V1

mo1vi + Mava = Aovo
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M, diagonaalmatrix eigenwaarden, matrix eigenvectoren

Stap 2

Definieer matrix C: matrix van eigenvectoren (kolommen)
up v
c_ ( 1 v >
u v
Definieer diagonaalmatrix D: diagonaalmatrix van eigenwaarden

(M0
= (7 %)

Let op: in zelfde volgorde als matrix eigenvectoren.

Bereken CD:

CD = u v /\1 0 o )\1U1 )\2V1
C\wm w 0 X/ i low
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M, diagonaalmatrix eigenwaarden, matrix eigenvectoren
Stap 3 Bereken MC:

m m uy v
MC — 11 12 1 V1 _
mp1 Mmoo u v
miiup + mppuz myivi + mpave _
moiuy + moolz  Mp1vi + MV

| Stap 1
< Atur Aovg > _
Al Aowo
| Stap 2
CDh

Als C inverteerbaar (det C # 0), dan
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Interpretatie matrix van eigenvectoren C

» C beschrijft transformatie van coodrdinatenstelsel van

eigenvectoren (hier: &, ¥) naar oorspronkelijke
coordinatenstelsel (hier: 1, )

P in oorspronkelijke codrdinatenstelsel:

Pexityi=x(1)+y(°
= Xl yj=X 0 y 1

Zelfde punt P in cobrdinatenstelsel van eigenvectoren:

X0+yv=x <u2 y Vo y
/ . - . /
(;) = <Zl f) <;,) ofwel P =CP met P = (;,)
2 2

—

P" wordt na transformatie (matrixvermenigvuldiging) met C
P in oorspronkelijke codrdinatenstelsel.

1
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Interpretatie matrix D

» D = C IMC beschrijft dezelfde (punten)transformatie als M in
oorspronkelijke codrdinatenstelsel, maar nu in het codrdinatenstelsel
van eigenvectoren

> punt in oorspronkelijke codrdinatenstelsel
. zelfde punt in codrdinatenstelsel van eigenvectoren
= Cr: transformatie van stelsel eigenvectoren naar oorspronkelijk

Rl

[T 1)

7 = C71F* transformatie van oorspronkelijk naar stelsel eigenvectoren
m = Mr: r getransformeerd door M in oorspronkelijke codrdinatenstelsel
My = C~!A: door M getransformeerde punt, nu in stelsel eigenvectoren
DF = C~IMCP (we hadden D = C~'MC)

=CMr

= Cilf'M
Dr = nry

Mr = iy en D7 = i, beschrijven dezelfde puntentransformatie:

M in oorspronkelijke stelsel, D in codrdinatenstelsel van eigenvectoren.
D in codrdinatensysteem van eigenvectoren is handiger om transformatie
te beschrijven dan M in oorspronkelijke stelsel.
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THIS 15 YOUR MACHINE [EARNING SYSTET?

YUP! YOU POUR THE DATA INTO THIS BIG
PILE OF LINEAR ALGEBRA, THEN (OLLECT
THE ANSLERS ON THE OTHER SIDE.

LIHAT IF THE ANSLERS ARE LJRONG? )

JUST STIR THE PILE UNTIL
THEY START LOCKING RIGHT

16/22



M, C en D: voorbeeld
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M, C en D: voorbeeld

. {029 !

AL=43 A= <—0.96> )
. (—0.96

A2 =07, o= <—0.29> 0

43 0 ’

o= (' o) 4

c_ (029 —0.96 D e e s
~ {096 —0.29
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M, C en D: voorbeeld

( 0.36 —O.93> « =2 o 2 .

0.93 -0.36
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Feiten over matrix diagonalisatie

Als M symmetrisch, dan
1. Eigenwaarden zijn reéel

2. Eigenvectoren zijn orthogonaal
Als M symmetrisch en C is matrix van eenheidseigenvectoren,
dan is C orthogonaal: C~t = CT
Niet alle vierkante matrices kunnen gediagonaliseerd worden.

Een rotatiematrix in 2D heeft geen reéle eigenwaarden.

Een rotatiematrix in 3D heeft eigenvector in richting rotatieas
(met eigenwaarde 1).
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Eigenvectoren: lineair onafhankelijk

Let op: Eigenvectoren moeten lineair onafhankelijk zijn, anders spannen
ze geen ruimte (met dezelfde dimensie) op.

Eigenwaardes kunnen gelijk zijn.
Voorbeeld

0 0O
M=|0 10
1 01
-2 0 0

0 1-X 0 |[=0 —-XA1-))?%=0 A1 =0, A3=1
1 0 1-—2X

Ox+0y+0z=0 1 1 1
e\ =0 ly -0 F=(0]ofa=—][o0
1x +1z=0 —1 2\

—x=0 0 0 0
o3 =1 0=0 ) elkevector [y ]| Bijv. o=[1] =10
x=0 z 0 1
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It was finally time.
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