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Speciale matrices

» Symmetrische matrix: AT = A

1 2 3
Voorbeeld 2 4 5
356
» Antisymmetrische matrix: AT = —A
01 -2
Voorbeeld -1 0 -3
2 3 0

» Orthogonale matrix: AT = A~1

Overige termen uit boek sectie 3.9 niet, ook niet voor opgave 3.9: 7
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Buniny (o] H. Davies - All Fights Fessrved

Bunny 17 Nov 04

The only thing the Bunny could remember was "Murrrr"... then it all went ddlki "
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Matrixvermenigvuldiging, indexnotatie
AB=C

[ IIJ T |

30— o x|

Y]

Element Cj; (i€ rij, j¢ kolom) van matrix C:
Vermenigvuldig elementen van rij i van A met elementen van
kolom j van B en sommeer:

Cij = AinBij + AinBoj + AisBsj + ... = Y AuByj
k=1

n

Cj= > AiBy
k=1

met n = aantal kolommen van A = aantal rijen van B
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Matrixvermenigvuldiging, indexnotatie

Als n vanzelfsprekend: Cjj =) AiByj
k

Let op: Cjj is één element van matrix, C is hele matrix

Cj = Cis FOUT

Voorbeeld C = ( 12

3 4 ) C11:1,C12=2,...

We hadden AB # BA
Geldt ZAikBkj = Z Bijik ?
k k

Ja, want A,'lBlj + Aiszj +..= Ble,'l + szAi2 + ...
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Kronecker delta

Kronecker delta d;; voor elementen van eenheidsmatrix I

1 alsi=j
djj = o
0 alsi#j
Voorbeeld
[— 1 0 . 011 012
S \0 1) \dn 0

Bewijs Al = A met indexnotatie

Element op rij i en kolom j van matrix Al is (AI);
(AI)U = ZAikaj = ZA,-kékj = A,'J'
k k

Bijv.: (Al)12 = A11 612 +A12 dop +A13 030 +.... .. =A
ijv.: (Al)12 11 012 12 022 13 032 : 12
0 1 0
Dus: d;; = 0 behalve als sommatie-index k gelijk is aan j
= Aikfskj =0, behalve als k :j dan A,-kékj = AU511 = A,J
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Bewijs: (AB)T = BTAT met indexnotatie

A en B zijn vierkante matrices.
Wat is (AB)T uitgedrukt in AT en BT ?

T Algemeen: C; = (AB); = AiByj
K

Element op rij i en kolom j van (AB)T is (AB)I

(AB)] = (AB); = TZk:AjkBki = L AGBL = L BiAy =
(BTAT);

(AB)}- = (BTAT),-J- voor elk element matrix =

(AB)T = BTAT
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LUNWRITTEN RLLES OF MATHEMA ICS

RULE #1: AFTER PROVING A MATHEMATICAL RESULT, YOU ARE REQUIRED TO SHOUT

QUIET PLEASE! QUIET PLEASE!
TEST IN PROGRESS TEST IN PROGRESS

QUIET PLF gy
TEST IN Pﬁﬁm

QUIET PLEASE! QUIET PLEASE!
TEST IN PROGRESS TEST IN PROGRESS

y = % M= S=E A=W S=m
IIIIII LIl LI | LI o
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Spoor van matrix en Einstein sommatieconventie

Spoor (trace) vierkante matrix: som elementen hoofddiagonaal

1 2 3
Voorbeeld A=| 4 Tr(A)=1+5+9=15
7

5 6
8 9

Tr(A) = > Aux =2 Ai=An+Axn+As+...
P i

Einstein sommatieconventie (Boek sectie 10.3)
Als een index dubbel voorkomt in een term, dan impliceert dat
automatisch een sommatie over die term.

Voorbeeld A,‘k Bkj = E A,‘k Bkj
N k
sommatieconventie ———
geen sommatieconventie
Voorbeeld Akk = Z Akk
k

Geef aan als sommatieconventie gebruikt wordt.
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Dot product n-dimensionale ruimte

A1 . B
3D: A= A B=1| B
Az Bs

A-B = AB+ ABy + A3Bs =

1

A;B; = A;B; (sommatieconventie)
1

3
A1 B .
. éz /Téz ZA,‘B,‘

nD: A :
A, B, '

Normﬁ:]ﬁ]:\/A%+A%+...+A%

o o oo n
Vectoren A en B zijn orthogonaal als A- B =0, ofwel > A;B; =0
i=1
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THIS BEDROCK LIKELY FORMED

AS THE DALMATIAN MICROPLATE
SUBDUCTED UNDER ERST LAIKA
DURING THE UPPER POMERANIAN,

) AHYES,
.
e b
" ale " “
.. 3 B . Q‘- “. r

i

wle,

e

GEOLOGY TiP: THERE ARE S0 MANY MICROPLATES
AND AGES THAT NO ONE: REMEMBERS THEM ALL,
50 IN A PINCH YOU CAN BLUFF LITH DOG BREEDS,
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Homogene lineaire vergelijkingen

Homogene lineaire vergelijkingen zijn lineaire vergelijkingen met
constante rechts van = teken gelijk aan 0.

Voorbeeld
x+2y=0 1210 N

De 2 vergelijkingen hebben oplossing x=0, y=0 (7= 0).

Algemeen: Een stelsel homogene lineaire vergelijkingen heeft altijd
als oplossing: alle onbekenden zijn gelijk aan 0.
Dit is de triviale oplossing.
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Homogene lineaire vergelijkingen

Homogene lineaire vergelijkingen met van determinant coéficiénten-
matrix =0 hebben ook andere oplossingen dan triviale oplossing.

Voorbeeld
x+ y=0 L=z (11
2%+ 2y = 0 Ar=0 met A—<2 5

detA=0 = vergelijkingen zijn lineair afhankelijk.
Oplossing: x = —y
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Hom. lin. vergelijkingen < eigenwaarden en eigenvectoren

Gegeven: Ar'= A met A = constante

Gevraagd: Zijn er andere oplossingen dan "= 0 voor zekere
waarden van \?

2 3 L [ x
Voorbeeld A—<3 —6) r-(y)

2x + 3y = Ax 2-N)x + 3y =
3x — by = Ay 3x + (-6—-XN)y =
De vergelijkingen zijn lineair afhankelijk als determinant
coéfficiéntenmatrix =0.

Sy 0
Ar=\r: 0

2-X 3
3 —6-x| "

2-A)(-6-A)—-9=0 = —12-22+61A+X2-9=0

N 440 -21=0 = (A+7)(A-3)=0

Voor A = —7 en A = 3 zijn er andere oplossingen dan x,y = 0.
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Hom. lin. vergelijkingen <+ eigenwaarden en eigenvectoren

We hadden
S o (2 3 L [ x
Ar=Ar met A—<3 —6) r—<y>
2x 4+ 3y = Ax of 2-N)x + 3y = 0
3x — 6y = \y 3x + (-6—XN)y = 0
Voor A\ = —T:
9 + 3y =0 _ Lo 1
I 4+ y = O} y = —3x BUv.r—<_3)
Voor A = 3:

-x + 3y =0 _ . (3
3 9y:0} x =3y B'JV-r—<1)
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x+2x-3=1-6x+5H

Xx+2x+bx=1+5H+3
Dx=0 but yesterday
=il you said x = 3

S

spikedmath.com
2 2009
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Hint: sectie 3.8 opgave 25

[—1+n 1 3|
1 (2-) 0 -0
3 0 (2-X\)

—(1+A)[(2—A)2} - 1[(2—)\)] +3[—3(2—A)} ~0
(2-2) [..)\2 bt ] ~0
Schrijf niet om naar 3e graads vergelijking in A, maar haal de

(2 — \) term buiten de haken. Je houdt dan een 2e graads
vergelijking in \ over tussen [...].
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Hint: sectie 3.11 opgave 23

B-x 4 2 K2' = K2 — K1

4 13-) -2 T =
_>

—2 -2 10—\

BoAATS 22 gy Ret R

49— =2 =Ret =
_>

2 0 10—\

13-A[A—9 -2

17—l 0 4 :(A—Q)..A2+..A+..]

—2 |0 [10-2x

Zo voorkom je 3e graads vergelijking in A.
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Bl (e) H. Daviss - All ights Ressrved

Bunny

bunny. frozenreality.co.uk

14 Mar 05

"over

all,

the Bunny had had quite enough”
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