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Samenvatting

I Punt

I Lijn (twee representaties)

I Vlak

I Toepassingen vectorrekening op lijnen en vlakken
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Punt

Punt
gegeven door coördinaten (x , y , z)

of plaatsvector ~r =

 x
y
z
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Lijn

Lijn

I heeft richting ~A =

 Ax

Ay

Az
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Lijn

Lijn

I heeft richting ~A =

 Ax

Ay

Az



Maar: meer lijnen met zelfde richting
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Lijn

Lijn

I heeft richting ~A =

 Ax

Ay

Az


I gaat door punt

~r0 =

 x0
y0
z0
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Lijn

Lijn

I heeft richting ~A =

 Ax

Ay

Az


I gaat door punt

~r0 =

 x0
y0
z0


~r0 is punt van lijn, maar ook:
~r0 + ~A, ~r0 + 2~A, ~r0 − ~A, ~r0 − 2~A, ~r0 + 1.3~A, ~r0 − 2.35~A, ...

Punt ~r van lijn ~r = ~r0 + ~At

Vectorvoorstelling of parametrische vorm van lijn

~r0: steunvector ~A: richtingsvector
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Lijn

~r = ~r0 + ~At x
y
z

 =

 x0
y0
z0

+

 Ax

Ay

Az

 t
x = x0 + Ax t
y = y0 + Ay t
z = z0 + Az t

t =
x − x0
Ax

=
y − y0
Ay

=
z − z0
Az

Symmetrische vergelijkingen van lijn

Als Ay = 0, dan y = y0 en
x − x0
Ax

=
z − z0
Az

Algemeen
Lijn: 2 vergelijkingen, 3 onbekenden/variabelen
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Lijn, voorbeeld

Lijn gegeven door y = 7 en x = z − 6.
Gevraagd: Schrijf in parametrische vorm ~r = ~r0 + ~At x

y
z

 =

 x0
y0
z0

+

 Ax

Ay

Az

 t

y = y0 + Ay t = 7 ⇒ y0=7, Ay=0

x = z − 6 en
x − x0
Ax

=
z − z0
Az

⇒ Ax=1, x0=0, Az=1, z0=6

~r =

 0
7
6

+

 1
0
1

 t maar ook ~r =

 0
7
6

+

 −2
0
−2

 t

of ~r =

 0 + 1
7 + 0
6 + 1

+

 1
0
1

 t =

 1
7
7

+

 1
0
1

 t
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Lijn, toepassing

Vind lijn door punt ~r0 =

(
x0
y0

)
loodrecht op ~A =

(
Ax

Ay

)
.

~r =

(
x
y

)
punt van de lijn

⇒ ~r − ~r0 geeft richting lijn

⇒ (~r − ~r0) ⊥ ~A

⇒ (~r − ~r0) · ~A = 0

⇒ (x−x0)Ax +(y−y0)Ay = 0

⇒ x − x0
Ay

= −y − y0
Ax
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Lijn, toepassing
Anders:

~N is richtingsvector van lijn

~r = ~r0 + ~Nt

~N ⊥ ~A⇒ ~A · ~N = 0

Met ~N =

(
Nx

Ny

)
:

AxNx + AyNy = 0

Bijv.: Nx = −Ay en Ny = Ax ⇒ ~r =

(
x0
y0

)
+

(
−Ay

Ax

)
t

Of: ~r =

(
x0
y0

)
+

(
Ay

−Ax

)
t

Of: ~r =

(
x0 − Ay

y0 + Ax

)
+

(
Ay

−Ax

)
t
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Vlak
Vlak

I orientatie gegeven
door normaal

~N =

 Nx

Ny

Nz


I gaat door punt

~r0 =

 x0
y0
z0


~r met coördinaten (x , y , z) punt van het vlak

~r − ~r0: richting parallel aan vlak ⇒ (~r − ~r0) · ~N = 0

Vlak (x − x0)Nx + (y − y0)Ny + (z − z0)Nz = 0

of Nxx + Nyy + Nzz = Nxx0 + Nyy0 + Nzz0
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Vlak

Nxx + Nyy + Nzz = Nxx0 + Nyy0 + Nzz0

van vorm ax + by + cz = d

met ~N =

 a
b
c

 normaalvector van vlak

en d = ~N · ~r0 legt de locatie vast

Algemeen
Vlak: 1 vergelijking met 3 onbekenden/variabelen

Dus x − 2y + 2z = 5 representeert een vlak!

Normaalvector is bijv.:

 1
−2
2

 of 1√
1+4+4

 1
−2
2

 = 1
3

 1
−2
2
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Vlak door 3 punten

Bepaal vlak door 3 punten A, B en C .

Vlak opgespannen door 2 vectoren met verschillende richtingen.
−→
AB en

−→
AC parallel aan vlak (’in vlak’).

~N loodrecht op
−→
AB en

−→
AC .

Gebruik ~N en een punt van het vlak om vlak te bepalen.

16 / 24



Vlak door 3 punten, voorbeeld

~A =

 1
1
1

 ~B =

 2
1
1

 ~C =

 1
−1
1


−→
AB = ~B − ~A =

 1
0
0

 −→
AC =

 0
−2
0



~N =
−→
AB ×

−→
AC =

∣∣∣∣∣∣
ı̂ ̂ k̂
1 0 0
0 −2 0

∣∣∣∣∣∣ = ı̂(0)− ̂(0) + k̂(−2) =

 0
0
−2


Kies voor ~r0 bijv. ~A

(~r − ~r0) · ~N = 0 geeft dan

 x − 1
y − 1
z − 1

 ·
 0

0
−2

 = 0

(z − 1)(−2) = 0 ⇒ z = 1 Is dit een vlak? Ja.
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Afstand punt tot vlak

Bereken afstand tussen punt P en vlak V .

Afstand d = |
−→
PR|

Q willekeurig punt op vlak

θ hoek tussen
−→
PR en

−→
PQ

n̂ normaalvector V (lengte 1)

d = |
−→
PR| = |

−→
PQ| cos θ

= |
−→
PQ||n̂| cos θ

=
−→
PQ · n̂

Als
−→
PQ · n̂ negatief, neem absolute waarde: d = |

−→
PQ · n̂|
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Afstand punt tot vlak, voorbeeld

Afstand tussen P = (1, 1, 1) en

V : x + 2y − 3z = 4

Normaal op V : ~N =

 1
2
−3

 ⇒ n̂ = 1√
14

 1
2
−3


Punt vlak bijv. ~Q =

 4
0
0

 ⇒ −→PQ = ~Q − ~P =

 4− 1
0− 1
0− 1

 =

 3
−1
−1


d = |

−→
PR| = |

−→
PQ| cos θ = |

−→
PQ||n̂| cos θ =

−→
PQ · n̂

d =
−→
PQ · n̂ =

 3
−1
−1

 ·


1√
14
2√
14

− 3√
14

 = 1√
14

(3− 2 + 3) = 4√
14
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Afstand punt tot lijn

Bereken afstand tussen punt P en lijn.

Afstand d = |
−→
PR|

Q willekeurig punt op lijn

θ hoek tussen
−→
QP en

−→
QR

û richtingsvector lijn (lengte 1)

d = |
−→
PR| = |

−→
PQ| sin θ

= |
−→
PQ||û| sin θ

= |
−→
PQ × û |
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Afstand punt tot lijn, voorbeeld

Afstand tussen P = (1, 1, 1) en

lijn: ~r =

−1
0
1

+

 2
1
1

 t

Richtingsvector

 2
1
1

 ⇒ û = 1√
6

 2
1
1


Punt lijn bijv. ~Q =

−1
0
1

 −→
PQ = ~Q − ~P =

−1− 1
0− 1
1− 1

 =

−2
−1
0


−→
PQ × û =

1√
6

∣∣∣∣∣∣
ı̂ ̂ k̂
−2 −1 0
2 1 1

∣∣∣∣∣∣ =
1√
6

(−̂ı + 2̂) =
1√
6

−1
2
0


d = |

−→
PQ| sin θ = |

−→
PQ||û| sin θ = |

−→
PQ × û | =

1√
6

√
5 =

√
5

6
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